Vorkurs Mathematik

10. Grundlagen der Vektorgeometrie
und Lineare Algebra

Dr. Gunter Winterholer

Fachgebiet Wirtschaftsmathematik und Datenwissenschaften

Prof. Dr. Thomas Dimpfl

/AN UNIVERSITAT
%y HOHENHEIM

1/16



10.1 Vektoren

X2

X1

10. Grundlagen der Vektorgeometrie und Lineare Algebra

Ein Punkt P im Koordina-
tensystem wird mithilfe seiner
Koordinaten angegeben, z.B.
P(2,1). Eine solche Liste von
Zahlen bezeichnet man als Tu-

pel.
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10.1 Vektoren

10. Grundlagen der Vektorgeometrie und Lineare Algebra

Zahlentupel kénnen nicht nur
als Punkt, sondern auch als
Verschiebung aufgefasst wer-
den. Man spricht von einem
Vektor und schreibt
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10.1 Vektoren

Definition: Vektor
Ein Vektor

%1
v=v=|w
V3

beschreibt eine Verschiebung im Raum.

Zu zwei gegebenen Punkten A(a1, a2, a3) und B(by, by, b3)
verschiebt der Vektor

bl—al
/ﬁ: b2—32
b3 — a3

den Punkt A auf den Punkt B.

10. Grundlagen der Vektorgeometrie und Lineare Algebra 4/16



10.2 Ortsvektor

Zu jedem Punkt P(p1, p2, p3) gibt es einen Vektor ﬁ der den
Ursprung O (0,0,0) auf diesen Punkt abbildet.

p1—0 p1
EsgiItO?— p—0 =1p
p3—0 p3

O? heilt Ortsvektor des Punktes P. Ein Punkt und sein
Ortsvektor haben dieselben Koordinaten.
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10.3 Rechnen mit Vektoren

Multiplikation eines Vektors v mit einem Skalar ¢

Fall1: ¢ >0 Fall 2: ¢ <0

I ] f T 1
0 0

(Verdnderung der Lange des  (Verdnderung der Lange und
Vektors) der Richtung des Vektors)
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10.3 Rechnen mit Vektoren

Summe von zwei Vektoren

v+ w mit v,w € R?:

T

v
v+ w

w

Es gilt das Kommutativgesetz: v +w = w + v.
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10.3 Rechnen mit Vektoren

Linearkombination

Einen Ausdruck
1 Vi+G- Vot -+, v,

mit n € N nennt man eine Linearkombination der Vektoren
Vi, Vs, ..., Vv, die reellen Zahlen ¢y, ¢, ... ¢, heilen Koeffizienten.
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10.4 Skalarprodukt

Inneres Produkt (Skalarprodukt) zweier Vektoren v und w:

vV - w :(v1 V2)'<W1) =V]- W+ VoW
(1xn) (nx1) w2

Das Ergebnis ist ein Skalar.
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10.5 Ldnge/Betrag eines Vektors
Die Lange oder der Betrag eines Vektors v = (vi,...,v,)" wird wie
folgt bestimmt:

dv) = vl = \J2+ ...+ v2= Vv

[llustration fiir den Fall n = 2:

X2
4

v = (vi,vn)

V2

X1
Vi
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10.6 Winkel zwischen zwei Vektoren

Der Winkel zwischen zwei Vektoren a und b l3sst sich berechnen
aus

albl + 32b2
cos(ar) =
VA BB+ 3
bzw.
aibi + axby + azbs
cos(ar) =

VAR BB\ /b+ B+ b3
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10.7 Lineare Gleichungssysteme

Zwei lineare Gleichungen mit zwei gemeinsamen Variablen bilden
ein lineares Gleichungssystem (LGS). Das LGS kann durch
Einsetzverfahren, Additionsverfahren, oder mit dem GauR-Verfahren
geldst werden.
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10.7 Lineare Gleichungssysteme

Veranschaulichung der moglichen Lésungsmengen eines LGS's

Keine Losung

3x+4y =2 y
6x + 8y =24
6x + 8y =24
-X
3x+4y =2
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10.7 Lineare Gleichungssysteme

Veranschaulichung der moglichen Lésungsmengen eines LGS's

Fall I1: | Eindeutige Ldsung:

x+y=3 y

x—y=-1
x—y=-1

(1,2)

x+y=3

10. Grundlagen der Vektorgeometrie und Lineare Algebra 14/16



10.7 Lineare Gleichungssysteme

Veranschaulichung der moglichen Lésungsmengen eines LGS's

Fall 1ll: | Unendlich viele Lésungen:

x—y=0 y
2x —2y =0
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10.7 Lineare Gleichungssysteme
Gaul-Verfahren

Ziel: ein LGS in Stufenform
Beipiel Fall Il

x+y=3
2y =4

Um dies zu erreichen, sind folgende Aquivalenzumformungen eines
LGS mdglich:

» Zwei Gleichungen werden miteinander vertauscht.
» Eine Gleichung wird mit einer Zahl ¢ # 0 multipliziert.

» Eine Gleichung wird durch die Summe oder Differenz von ihr
und einer anderen Gleichung ersetzt.
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